VECTORES: MÓDULO, DIRECCIÓN Y SENTIDO

	Un vector es un segmento de recta orientado.
Un vector se caracteriza por:
1) su módulo, que es la longitud del segmento.
2) su dirección, que viene dada por la recta que pasa por él o cualquier recta paralela.
3) su sentido, que es uno de los dos sentidos posibles sobre la recta que pasa por él.


	
Los vectores se expresan con una letra minúscula o con dos letras mayúsculas, su origen y su extremo respectivos. Por ejemplo, [image: image1.png]


indica el vector que tiene origen en el punto P y extremo en el punto Q.

 [image: image2.png]



Siempre que sea posible, pondremos una flecha encima para indicar que se trata de un vector.
Los vectores sirven para representar magnitudes geométricas y físicas que tienen módulo, dirección y sentido, como traslaciones, velocidades y fuerzas.
 Como lo que caracteriza a un vector es su módulo, su dirección y su sentido, dos vectores son iguales si tienen el mismo módulo, la misma dirección y el mismo sentido.




SUMA DE DOS VECTORES

	La suma de dos vectores[image: image3.png]


y[image: image4.png]


es otro vector[image: image5.png]


obtenido de la siguiente forma:

1) ponemos[image: image6.png]


a continuación de[image: image7.png]


, haciendo coincidir el origen de[image: image8.png]


con el extremo de[image: image9.png]



2) el origen de la suma[image: image10.png]


es el origen de[image: image11.png]



3) el extremo de la suma[image: image12.png]


es el extremo de[image: image13.png]



Es decir,[image: image14.png]


es el vector que va desde el origen de[image: image15.png]


hasta el extremo de[image: image16.png]


cuando hemos puesto[image: image17.png]


a continuación de[image: image18.png]


.

 [image: image19.png]13
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	Si [image: image20.png]


y [image: image21.png]


, entonces[image: image22.png]


. Es decir, [image: image23.png]


.
Si sumamos un vector con su opuesto obtenemos un vector reducido a un punto (su origen y extremo coinciden); se trata del vector nulo o vector cero que se expresa[image: image24.png]=



:
                                                         [image: image25.png]


+ (-[image: image26.png]


) = [image: image27.png]=






[image: image28.png]



PROPUESTA DE TRABAJO 
	Te dan los vectores


[image: image29.png]



Realiza en tu libreta de trabajo las siguientes sumas:
[image: image30.png]


+[image: image31.png]=



, [image: image32.png]


+[image: image33.png]


, [image: image34.png]


+[image: image35.png]=]



, [image: image36.png]


+[image: image37.png]


, [image: image38.png]


+[image: image39.png]


, [image: image40.png]=



+[image: image41.png]


, [image: image42.png]


+[image: image43.png]=]



   y  [image: image44.png]


+[image: image45.png]



CONMUTATIVIDAD DE LA SUMA
SUMA DE VECTORES UTILIZANDO LA REGLA DEL PARALELOGRAMO
	Si para sumar dos vectores,[image: image46.png]


y[image: image47.png]


, en lugar de colocar[image: image48.png]


a continuación de[image: image49.png]


 colocamos[image: image50.png]


a continuación de[image: image51.png]


, tal como está hecho en la parte inferior de la figura de la derecha, observamos que el resultado es el mismo vector.
Esta construcción pone de manifiesto que la suma de dos vectores es conmutativa:
[image: image52.png]


+[image: image53.png]


 = [image: image54.png]


+[image: image55.png]





	[image: image56.png]1,
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Esta propiedad conmutativa permite realizar la suma de dos vectores utilizando la llamada REGLA DEL PARALELOGRAMO:
1) Dibujamos los dos vectores[image: image57.png]


y[image: image58.png]


 con el mismo origen
2) Completamos un paralelogramo trazando:
   - por el extremo del vector[image: image59.png]


un segmento de recta paralelo al vector[image: image60.png]



   - por el extremo del vector[image: image61.png]


un segmento de recta paralelo al vector[image: image62.png]



3) La suma de los dos vectores es la diagonal orientada del paralelogramo obtenido


[image: image63.png]



	PROPUESTA DE TRABAJO
Te dan los mismos vectores que en la actividad anterior

[image: image64.png]





Utilizando ahora la regla del paralelogramo, realiza en tu cuaderno de trabajo las mismas sumas de la actividad anterior
([image: image65.png]


+[image: image66.png]=



, [image: image67.png]


+[image: image68.png]


, [image: image69.png]


+[image: image70.png]=]



, [image: image71.png]


+[image: image72.png]


, [image: image73.png]


+[image: image74.png]


, [image: image75.png]=



+[image: image76.png]


, [image: image77.png]


+[image: image78.png]=]



 y [image: image79.png]


+[image: image80.png]


) y compara los resultados.
ASOCIATIVIDAD DE LA SUMA

	Si pretendemos sumar tres vectores,[image: image81.png]


,[image: image82.png]=



y[image: image83.png]


, tenemos dos posibilidades:
1) Sumar[image: image84.png]


y[image: image85.png]=



, y al resultado sumarle[image: image86.png]


. Esta operación se indica ([image: image87.png]


+[image: image88.png]=



) +[image: image89.png]


.
2) Sumar[image: image90.png]


con el resultado de sumar [image: image91.png]=



y[image: image92.png]


. Esta operación se indica[image: image93.png]


+ ([image: image94.png]=



+[image: image95.png]


).
La figura muestra que el resultado es el mismo, es decir
                   ([image: image96.png]


+[image: image97.png]=



) +[image: image98.png]


 = [image: image99.png]


+ ([image: image100.png]=



+[image: image101.png]


)

[image: image102.png]



Esta es la propiedad ASOCIATIVA de la suma de vectores. Gracias a esta propiedad podemos escribir [image: image103.png]


+[image: image104.png]=



+[image: image105.png]


 en lugar de ([image: image106.png]


+[image: image107.png]=



) +[image: image108.png]


, o de[image: image109.png]


+ ([image: image110.png]=



+[image: image111.png]


).


	PROPUESTA DE TRABAJO
Te dan los mismos vectores que en la actividad anterior

[image: image112.png]





Realiza en tu libreta de trabajo las siguientes sumas:
([image: image113.png]


+[image: image114.png]=



) +[image: image115.png]


 y [image: image116.png]


+ ([image: image117.png]=



+[image: image118.png]


). Comprueba que el resultado es el mismo.
 ([image: image119.png]=]



+[image: image120.png]


) +[image: image121.png]


 y [image: image122.png]=]



+ ([image: image123.png]


+[image: image124.png]


). Comprueba que el resultado es el mismo. 

CONMUTATIVIDAD DE LA SUMA DE TRES O MÁS VECTORES En la actividad anterior vimos que podemos escribir[image: image125.png]


+[image: image126.png]=



+[image: image127.png]


 en lugar de
([image: image128.png]


+[image: image129.png]=



) +[image: image130.png]


 o de [image: image131.png]


+ ([image: image132.png]=



+[image: image133.png]


). Combinando la asociatividad con la conmutatividad, 

podemos escribir 

[image: image134.png]


+[image: image135.png]=



+[image: image136.png]


 = [image: image137.png]


+[image: image138.png]


+[image: image139.png]=



 = [image: image140.png]=



+[image: image141.png]


+[image: image142.png]


 = [image: image143.png]=



+[image: image144.png]


+[image: image145.png]


 = [image: image146.png]


+[image: image147.png]=



+[image: image148.png]


= ... etc.
Es decir, podemos sumar tres vectores colocándolos en el orden que queramos; siempre obtendremos el mismo resultado.
También podemos aplicar la conmutatividad a la suma de más de tres vectores:
[image: image149.png]


+[image: image150.png]=



+[image: image151.png]


+[image: image152.png]=]



+[image: image153.png]


 = [image: image154.png]=]



+[image: image155.png]


+[image: image156.png]


+[image: image157.png]


+[image: image158.png]=



 = [image: image159.png]


+[image: image160.png]=



+[image: image161.png]


+[image: image162.png]=]



+[image: image163.png]


 = ... etc.
[image: image164.png]d





	PROPUESTA DE TRABAJO
Te dan los mismos vectores que en la actividad anterior

[image: image165.png]





Realiza en tu libreta de trabajo las siguientes sumas:
      1) [image: image166.png]


+[image: image167.png]


+[image: image168.png]


 y [image: image169.png]


+[image: image170.png]


+[image: image171.png]


. Comprueba que el resultado es el mismo.
      2) [image: image172.png]=



+[image: image173.png]=]



+[image: image174.png]


 y [image: image175.png]=]



+[image: image176.png]


+[image: image177.png]=



. Comprueba que el resultado es el mismo. 

SUMAS Y RESTAS DE VECTORES
	La resta o diferencia entre dos vectores[image: image178.png]


y[image: image179.png]


 se expresa[image: image180.png]


-[image: image181.png]


y se define como la suma del primero ellos con el opuesto del segundo:
                                          [image: image182.png]


-[image: image183.png]


= [image: image184.png]


+ ( -[image: image185.png]


) 

Para dibujar la diferencia [image: image186.png]


-[image: image187.png]


 podemos colocar -[image: image188.png]


a continuación de[image: image189.png]


 y unir el origen de[image: image190.png]


con el extremo de -[image: image191.png]


.


	
También podemos utilizar la regla del paralelogramo para dibujar la diferencia [image: image192.png]


-[image: image193.png]


. Además, esta regla permite obtener fácilmente todas la sumas y restas posibles de los dos vectores[image: image194.png]


y[image: image195.png]


:
                  [image: image196.png]


+[image: image197.png]


, [image: image198.png]


-[image: image199.png]


, -[image: image200.png]


+[image: image201.png]


 y -[image: image202.png]


-[image: image203.png]


[image: image204.png])
H

=




Obsérvese que  -[image: image205.png]


+[image: image206.png]


= - ([image: image207.png]


-[image: image208.png]


)  y que  -[image: image209.png]


-[image: image210.png]


= - ([image: image211.png]


+[image: image212.png]


) . 


[image: image213.png]



	PROPUESTA DE TRABAJO
Te dan los mismos vectores que en la actividad anterior

[image: image214.png]





Realiza en tu libreta tres construcciones como la de la actividad interactiva para obtener las siguientes sumas y restas:
1) [image: image215.png]


+[image: image216.png]=]



, -[image: image217.png]


+[image: image218.png]=]



, [image: image219.png]


-[image: image220.png]=]



 y -[image: image221.png]


-[image: image222.png]=]




2) [image: image223.png]=



+[image: image224.png]


, -[image: image225.png]=



+[image: image226.png]


, [image: image227.png]=



-[image: image228.png]


 y -[image: image229.png]=



-[image: image230.png]



3) [image: image231.png]


+[image: image232.png]


, -[image: image233.png]


+[image: image234.png]


, [image: image235.png]


-[image: image236.png]


 y -[image: image237.png]


-[image: image238.png]



PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN VECTOR
	Se define el producto de un número m por un vector[image: image239.png]


como el vector [image: image240.png]


que tiene:
1) dirección: la misma que[image: image241.png]



2) sentido: el mismo que[image: image242.png]


si m es positivo
                opuesto al de[image: image243.png]


si m es negativo
3) módulo: el módulo de[image: image244.png]


multiplicado por el valor absoluto de m
Si m=0 el vector [image: image245.png]


es el vector nulo, un vector que tiene módulo 0 y que se indica por[image: image246.png]=



. Es decir, 0[image: image247.png]


=[image: image248.png]=



.
Resumiendo, multiplicar un vector por un número m equivale a alargar (o encoger) su módulo tantas veces como indica el valor absoluto de m, e invertir su sentido si m es negativo.
El número m por el que se multiplica un vector recibe el nombre de escalar.
En las figuras de la derecha tienes tres ejemplos de un producto de un escalar por un vector. 


[image: image249.png]o
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PROPUESTA DE TRABAJO 
	Te dan los vectores

[image: image250.png]





Dibuja en tu libreta de trabajo los siguientes vectores 2[image: image251.png]


, 0,5[image: image252.png]=



, 1,5[image: image253.png]


, - 3[image: image254.png]=]



, - 1,75[image: image255.png]


 y - 0,4[image: image256.png]


.
COMBINACIONES LINEALES DE DOS VECTORES
	Si dados dos vectores,[image: image257.png]


y[image: image258.png]=



, construimos otros vectores combinando productos por escalares con sumas y restas de la siguiente forma:
                                   3[image: image259.png]


+ 2[image: image260.png]=




                                 - 2[image: image261.png]


+[image: image262.png]=



 
                                 - 4[image: image263.png]


- 1,5[image: image264.png]=




                                   2[image: image265.png]


- 3[image: image266.png]=




diremos que hemos formado combinaciones lineales de los dos vectores[image: image267.png]


y[image: image268.png]=



. En la figura de la derecha tienes estas cuatro combinaciones lineales obtenidas por aplicación de la regla del paralelogramo.
Es decir, una combinación lineal de dos vectores[image: image269.png]


y[image: image270.png]=



es cualquier otro vector[image: image271.png]


obtenido así: [image: image272.png]


= m[image: image273.png]


+ n[image: image274.png]=




siendo m y n escalares.


[image: image275.png]



	PROPUESTA DE TRABAJO 
Te dan los vectores

[image: image276.png]





Aplicando la regla del paralelogramo dibuja en tu libreta de trabajo los vectores [image: image277.png]


,[image: image278.png]=]



,[image: image279.png]


 y [image: image280.png]


, siendo 
[image: image281.png]


 = 3[image: image282.png]


+ 2[image: image283.png]=



    ,      [image: image284.png]=]



 = - 2[image: image285.png]


+[image: image286.png]=



     ,     [image: image287.png]


= - 4[image: image288.png]


- 1,5[image: image289.png]=



     y     [image: image290.png]


 = 2[image: image291.png]


- 3[image: image292.png]=



 

COMBINACIONES LINEALES DE TRES VECTORES
	Dados tres dos vectores,[image: image293.png]


,[image: image294.png]=



y[image: image295.png]


, y tres escalares, r, s y t (es decir, tres números), el vector
                                                r[image: image296.png]


+ s[image: image297.png]=



+ t[image: image298.png]



diremos que es una combinación lineal de los vectores[image: image299.png]


,[image: image300.png]=



y[image: image301.png]


.
En la figura de la derecha tienes dos combinaciones lineales de[image: image302.png]


,[image: image303.png]=



y[image: image304.png]


:
                      el vector[image: image305.png]


, que es [image: image306.png]


= 1,5[image: image307.png]


+ 2[image: image308.png]=



+ 1,75[image: image309.png]



                      el vector[image: image310.png]


, que es [image: image311.png]


= 3[image: image312.png]


 - 1,5[image: image313.png]=



+ 3,25[image: image314.png]



El concepto de combinación lineal se puede extender a cualquier número de vectores, por ejemplo
                                          5[image: image315.png]


- 3 [image: image316.png]=



+ 4[image: image317.png]


- 2[image: image318.png]=]



+[image: image319.png]



es una combinación lineal de 5 vectores.


[image: image320.png]3-1,56+3,25C




	PROPUESTA DE TRABAJO 
Te dan los vectores

[image: image321.png]





Dibuja en tu libreta de trabajo los siguientes vectores 
       [image: image322.png]


 = 1,5[image: image323.png]


+ 2[image: image324.png]=



+ 1,75[image: image325.png]


               y                 [image: image326.png]


 = 3[image: image327.png]


 - 1,5[image: image328.png]=



+ 3,25[image: image329.png]


    
DISTRIBUTIVIDAD DEL PRODUCTO RESPECTO DE LA SUMA
	Cuando se multiplica un escalar m por la suma de dos vectores[image: image330.png]


y[image: image331.png]


 se obtiene el mismo resultado que si se multiplican[image: image332.png]


y[image: image333.png]


por m, y luego se suma el resultado. Es decir,
                                         m ([image: image334.png]


+[image: image335.png]


) = m[image: image336.png]


+ m[image: image337.png]


 
Esta propiedad recibe el nombre de distributividad del producto respecto de la suma. Por ejemplo, las dos figuras de la derecha ponen de manifiesto que
2([image: image338.png]


+[image: image339.png]


) = 2[image: image340.png]


+ 2[image: image341.png]



-1,5([image: image342.png]


+[image: image343.png]


) = -1,5[image: image344.png]


 - 1,5[image: image345.png]



Otras distributividades que se verifican son:    m ([image: image346.png]


-[image: image347.png]


) = m[image: image348.png]


- m[image: image349.png]



                                                                    (m + n)[image: image350.png]


= m[image: image351.png]


+ n[image: image352.png]



                                                                     (m - n)[image: image353.png]


= m[image: image354.png]


 - n[image: image355.png]


 


[image: image356.png]



	PROPUESTA DE TRABAJO 
Te dan los vectores

[image: image357.png]





Haz en tu libreta de trabajo tres construcciones que pongan de manifiesto las siguientes igualdades:

             1)  3([image: image358.png]


+[image: image359.png]


) = 3[image: image360.png]


+ 3[image: image361.png]


               2)  - 2([image: image362.png]


+[image: image363.png]


) = - 2[image: image364.png]


- 2[image: image365.png]


               

3) 1,5([image: image366.png]


+[image: image367.png]


) = 1,5[image: image368.png]


+ 1,5[image: image369.png]



COMPONENTES DE UN VECTOR

	En esta unidad veremos que un vector también puede venir dado por un par de números. Definamos en el plano donde tenemos los vectores un sistema de coordenadas. Es decir, un punto origen, y dos ejes perpendiculares. A todo punto P haremos corresponder un par de números que son sus coordenadas (x,y); se escribe P(x,y). Por ejemplo, A(1,2) y B(4,6). 

Un vector [image: image370.png]


queda identificado por los dos números siguientes:
- su primera componente, que es el número que hay que sumar a la primera coordenada
  de A para obtener la primera coordenada de B; en nuestro caso, un 3
- su segunda componente, que es el número que hay que sumar a la segunda coordenada
  de A para obtener la segunda coordenada de B; en nuestro caso, un 4
Se identifica el vector [image: image371.png]


con sus componentes y se escribe [image: image372.png]


=(3,4).

[image: image373.png]



Podemos escribir A + [image: image374.png]


= B, o bien [image: image375.png]


= B - A, que es una forma muy cómoda de obtener las componentes de un vector conocidos su origen A y su extremo B.
También puede verse que dos vectores son iguales (es decir, con la misma dirección, el mismo sentido y el mismo módulo) si y sólo si tienen las mismas componentes.


	PROPUESTA DE TRABAJO
Dados los seis vectores

[image: image376.png]B2.3)
RE, [EF=(0-9)

/A0.-1) F10.-1)






calcula:
	a) Las componentes del vector [image: image377.png]


 

b) Las coordenadas del punto D
c) Las coordenadas del punto E 

d) Las componentes del vector [image: image378.png]


 

e) Las coordenadas del punto I 

f ) Las coordenadas del punto M
	


SUMA DE VECTORES TRABAJANDO CON COMPONENTES
	La suma de vectores es una operación muy fácil de hacer cuando se trabaja con componentes; basta sumar las dos componentes, la 1ª con la 1ª y la 2ª con la 2ª.
Así, en la figura tienes las sumas siguientes:
[image: image379.png]


+[image: image380.png]


 =  (1 , 3) + (4 , 2)  =  (1+ 4 , 3+3)  =  (5 , 5)
 [image: image381.png]


+[image: image382.png]=



 =  (-1,-3) + (5 , 2)  =  (-1+ 5,-3+2)  =  (4 , -1)
En general, si [image: image383.png]


= (u1 , u2)  y [image: image384.png]


= (v1 , v2), entonces
[image: image385.png]


+[image: image386.png]


 = (u1 , u2) + (v1 , v2) = (u1+ v1 , u2+ v2)


[image: image387.png]=42

=55
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PROPUESTA DE TRABAJO
Haz las siguientes sumas de vectores representándolos en una hoja cuadriculada:
	a)    (-2 , 4) + (5 , 2)
d)    (-3 , 3) + (-3 , 3)
	b)    (1 , -3) + (-7 , 4)           c)    (-4 , 0) + (7 , -6)
e)    (4 , 5) + (-4 , 1)             f )    (3 , -5) + (-3 , 5)


REGLA DEL PARALELOGRAMO

	Si aplicamos la regla del paralelogramo para realizar una suma de dos vectores dados por sus componentes, también llegamos a la conclusión de que se han de sumar las respectivas componentes de cada vector sumando.
Así en la figura tenemos la sumas de los mismos vectores de la actividad anterior
[image: image388.png]


+[image: image389.png]


 =  (1 , 3) + (4 , 2)  =  (1+ 4 , 3+3)  =  (5 , 5)
 [image: image390.png]


+[image: image391.png]=



 =  (-1,-3) + (5 , 2)  =  (-1+ 5,-3+2)  =  (4 , -1)
realizadas ahora utilizando la regla del paralelogramo.

[image: image392.png]65
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También se comprueba que si [image: image393.png]


= (u1 , u2)  y [image: image394.png]


= (v1 , v2), entonces
[image: image395.png]


+[image: image396.png]


 = (u1 , u2) + (v1 , v2) = (u1+ v1 , u2+ v2)


PROPUESTA DE TRABAJO
Haz las siguientes sumas de vectores representándolos en una hoja cuadriculada y utilizando la regla del paralelogramo:
	a)    (5 , 2) + (-2 , 4)
d)    (-3 , 3) + (-3 , 3)
	b)    (-7 , 4) + (1 , -3)         c)    (7 , -6) + (-4 , 0)
e)    (-4 , 1) + (4 , 5)           f )    (-3 , 5) + (3 , -5)


ASOCIATIVIDAD DE LA SUMA
	En esta actividad demostraremos la asociatividad de la suma de vectores trabajando con componentes.
Si [image: image397.png]


=(a1 , a2), [image: image398.png]=



=(b1 , b2)  y[image: image399.png]


=(c1 , c2), entonces
([image: image400.png]


+[image: image401.png]=



) +[image: image402.png]


 = [(a1 , a2) + (b1 , b2)] + (c1 , c2)
                     = (a1+b1 , a2+b2) + (c1 , c2)
                     = (a1+b1+c1 , a2+b2+c2)
                     = (a1 , a2) + (b1+c1 , b2+c2)
                     = (a1 , a2) + [(b1 , b2) + (c1 , c2)]
                     = [image: image403.png]


+ ([image: image404.png]=



+[image: image405.png]


)
Observa que la demostración que hemos hecho se basa en la asociatividad de la suma de números.

[image: image406.png]





PROPUESTA DE TRABAJO 
Dados los vectores [image: image407.png]


=(-2, 4), [image: image408.png]=



=(5, 2), [image: image409.png]


=(1, -3), [image: image410.png]=]



=(-7, 4), [image: image411.png]


=(-4, 0) y[image: image412.png]


=(5, -6), haz las siguientes sumas de vectores
representándolos en una hoja cuadriculada: 

1) ([image: image413.png]


+[image: image414.png]=



) +[image: image415.png]


2)  [image: image416.png]


+ ([image: image417.png]=



+[image: image418.png]


)

       2)  ([image: image419.png]=]



+[image: image420.png]


) +[image: image421.png]


4)  [image: image422.png]=]



+ ([image: image423.png]


+[image: image424.png]


)
CONMUTATIVIDAD DE LA SUMA DE TRES VECTORES
	En esta actividad demostraremos la conmutatividad de la suma de vectores trabajando con componentes.
Si [image: image425.png]


=(a1 , a2) y[image: image426.png]=



=(b1 , b2), entonces
[image: image427.png]


+[image: image428.png]=



= (a1 , a2) + (b1 , b2) = (a1+b1 , a2+b2)
          = (b1+a1 , b2+a2)  = [image: image429.png]=



+[image: image430.png]



Observa que la demostración que hemos hecho se basa en la conmutatividad de la suma de números.
También es fácil de ver trabajando con componentes que la conmutatividad de la suma puede aplicarse a cualquier suma de más de dos vectores:
[image: image431.png]


+[image: image432.png]=



+[image: image433.png]


 = [image: image434.png]


+[image: image435.png]


+[image: image436.png]=



 = [image: image437.png]=



+[image: image438.png]


+[image: image439.png]


 = [image: image440.png]=



+[image: image441.png]


+[image: image442.png]


 = [image: image443.png]


+[image: image444.png]=



+[image: image445.png]


= ... etc. 

[image: image446.png]





SUMAS Y RESTAS DE VECTORES
	Recordemos que la diferencia[image: image447.png]


-[image: image448.png]


entre dos vectores[image: image449.png]


y[image: image450.png]


se define como la suma del primero de ellos con el opuesto del segundo:
                                          [image: image451.png]


-[image: image452.png]


= [image: image453.png]


+ ( -[image: image454.png]


)
Como es fácil ver que las componentes de -[image: image455.png]


se obtienen cambiando de signo las componentes de [image: image456.png]


, es decir, si [image: image457.png]


= (v1 , v2) entonces  -[image: image458.png]


= (-v1 , -v2), se llega a la conclusión de que para restar dos vectores basta restar sus componentes:
           [image: image459.png]


-[image: image460.png]


= [image: image461.png]


+ ( -[image: image462.png]


) = (u1 , u2) + (-v1 , -v2) = (u1- v1 , u2- v2)
Resumiendo, las sumas/restas de dos vectores[image: image463.png]


= (u1 , u2) y[image: image464.png]


= (v1 , v2) , cuando se trabaja con componentes, se obtienen así:
                                   [image: image465.png]


+[image: image466.png]


= ( u1+ v1 ,  u2+ v2)
                                  -[image: image467.png]


+[image: image468.png]


= (-u1+ v1 , -u2+ v2) 
                                  -[image: image469.png]


-[image: image470.png]


 = (-u1 - v1 , -u2 - v2) 
                                   [image: image471.png]


-[image: image472.png]


 = ( u1 - v1 ,  u2 - v2) 


[image: image473.png]



	PROPUESTA DE TRABAJO 
Te dan los vectores

[image: image474.png]





Aplicando la regla del paralelogramo dibuja en una hoja de papel cuadriculada los vectores [image: image475.png]


,[image: image476.png]=]



,[image: image477.png]


 y [image: image478.png]


, siendo
                    [image: image479.png]


 = [image: image480.png]


+[image: image481.png]=



    ,      [image: image482.png]=]



 = -[image: image483.png]


+[image: image484.png]=



     ,     [image: image485.png]


= -[image: image486.png]


-[image: image487.png]=



    y     [image: image488.png]


 = [image: image489.png]


-[image: image490.png]=



 
Calcula también las componentes de los vectores [image: image491.png]


,[image: image492.png]=]



,[image: image493.png]


 y [image: image494.png]


.

VECTORES Y TRASLACIONES
	Una de las principales aplicaciones de los vectores son las traslaciones.
Hacer una traslación de un punto P según un vector[image: image495.png]


consiste en mover el punto P hasta un punto P', de forma que [image: image496.png]


=[image: image497.png]


.
Obsérvese que si [image: image498.png]


=(v1, v2), P(p1, p2) y P'(p'1, p'2), entonces
                                                       P' = P +[image: image499.png]



o en componentes                   (p'1, p'2) = (p1, p2) + (v1, v2)
es decir, para obtener P' basta sumar a P las componentes de [image: image500.png]



[image: image501.png]Py, 02t )

-




COMPOSICIÓN DE TRASLACIONES
Para aplicar de forma sucesiva a un punto P(p1, p2) dos o más traslaciones dadas por los vectores [image: image502.png]


=(a1, a2) ,[image: image503.png]=



=(b1, b2),[image: image504.png]


=(c1, c2) , ... , se suman a las coordenadas de P las componentes de[image: image505.png]


,[image: image506.png]=



,[image: image507.png]


, .....
                                           P' = P +[image: image508.png]


+[image: image509.png]=



+[image: image510.png]


+ ··· 
o en componentes       (p'1, p'2) = (p1, p2) + (a1, a2) + (b1, b2) + (c1, c2) + ···
Puesto que la suma de vectores es conmutativa, la composición de traslaciones también será conmutativa.


PROPUESTA DE TRABAJO
Realiza en tu cuaderno de trabajo las siguientes composiciones de tres traslaciones aplicadas a un punto cualquiera P:
a) Tres traslaciones dadas por [image: image511.png]


=(5,7),[image: image512.png]=



=(6,-5) y [image: image513.png]


=(-11,-2).
b) Dadas por[image: image514.png]


=(-5,-2),[image: image515.png]=



=(10,0) y[image: image516.png]


=(0,10).
c) Dadas por[image: image517.png]


=(9,9),[image: image518.png]=



=(0,-9) y[image: image519.png]


=(-12,8).
VECTORES Y FUERZAS. UN EJEMPLO: UN BARCO EN UN CANAL
	Otra aplicación de los vectores es representar magnitudes físicas que tienen módulo, dirección y sentido, y que se suman aplicando la regla del paralelogramo, como velocidades, aceleraciones y fuerzas. En esta unidad nos centraremos en las fuerzas y suponemos que estás algo familiarizado con ellas y con sus unidades.
A la fuerza suma de dos o más fuerzas se le llama resultante. En la próxima unidad veremos qué se ha de hacer para calcular el módulo de una suma de vectores. No obstante, hay un par de casos en que la obtención del módulo de la resultante de una suma es muy fácil:
1) Cuando las fuerzas tienen la misma dirección. Entonces:
- si las fuerzas tienen el mismo sentido, el módulo de la suma es la suma de módulos
- si las fuerzas tienen sentido opuesto, el módulo de la suma es la diferencia de módulos
2) Cuando las fuerzas son perpendiculares puede aplicarse el teorema de Pitágoras. Si, como es habitual, indicamos el módulo de un vector [image: image520.png]


con la notación |[image: image521.png]


|, y [image: image522.png]


y [image: image523.png]


son perpendiculares, podemos escribir:
                                                        |[image: image524.png]


+[image: image525.png]


|2 = |[image: image526.png]


|2 + |[image: image527.png]


|2


[image: image528.png]



PROPUESTA DE TRABAJO

Trata de resolver numéricamente el problema de la actividad interactica en los casos 1) y 2) y compara los resultados con
los obtenidos anteriormente.
Indicación para el caso 1: observa que [image: image529.png]


=(1,4 , 2,65), llama a las componentes de[image: image530.png]=1



=(g1, g2), efectúa la suma [image: image531.png]


+[image: image532.png]=1




e intenta calcular g2. ¿Puedes calcular g1 con los conocimientos que tienes?
Indicación para el caso 2: observa que [image: image533.png]=1



=(1,91 , -3,52), llama a las componentes de[image: image534.png]


=(f1, f 2), efectúa la suma [image: image535.png]


+[image: image536.png]=1




e intenta calcular f2. ¿Por qué este resultado es inaceptable?
PRODUCTOS POR ESCALARES Y COMBINACIONES LINEALES
	El producto [image: image537.png]


de un escalar m por un vector[image: image538.png]


=(u1,u2) también es muy fácil de hacer cuando se trabaja con componentes: se multiplica cada componente de[image: image539.png]


por m
                                            [image: image540.png](u,,u.) = (muys,mu-)




Así, en la figura, tienes realizados los dos productos:
                                        2[image: image541.png]


= 2 (-3 , 1) = (2(-3) , 2·1) = (-6 , 2)
                                       [image: image542.png]


[image: image543.png]=



= [image: image544.png]


(4 , 2) = ([image: image545.png]


 4 , [image: image546.png]


2) = (-2 , -1)
Y la combinación lineal de los vectores[image: image547.png]


=(u1,u2) y[image: image548.png]


=(v1,v2) construida con los escalares m y n respectivamente es el vector
[image: image549.png]


= m[image: image550.png]


+ n[image: image551.png]


= m(u1,u2)+n(v1,v2) = (mu1,mu2)+(nv1,nv2) = (mu1+nv1,mu2+nv2) 
En la parte inferior de figura tienes la combinación lineal 
                                   [image: image552.png]


 = 2[image: image553.png]


[image: image554.png]


[image: image555.png]=



= (-6 , 2) + (2 , 1) = (-4 , 3)


[image: image556.png]



	PROPUESTA DE TRABAJO 
Te dan los vectores

[image: image557.png]





Aplicando la regla del paralelogramo dibuja en una hoja de papel cuadriculada los vectores [image: image558.png]


,[image: image559.png]=]



,[image: image560.png]


 y [image: image561.png]


, siendo
                    [image: image562.png]


 = 3[image: image563.png]


+ 2[image: image564.png]=



    ,      [image: image565.png]=]



 = - 2[image: image566.png]


+[image: image567.png]=



     ,     [image: image568.png]


= - 4[image: image569.png]


- 1,5[image: image570.png]=



    y     [image: image571.png]


 = 2[image: image572.png]


- 3[image: image573.png]=



 
Calcula también las componentes de los vectores [image: image574.png]


,[image: image575.png]=]



,[image: image576.png]


 y [image: image577.png]


.
MÁS SOBRE COMBINACIONES LINEALES
	En esta actividad resolveremos el problema inverso al de la actividad anterior:
expresar un vector [image: image578.png]


como combinación lineales de otros dos vectores[image: image579.png]


y[image: image580.png]=



.
Es decir, encontrar dos escalares  x  e  y  tales que [image: image581.png]


= x[image: image582.png]


+ y[image: image583.png]=




Si conocemos las componentes de los tres vectores, es decir,
[image: image584.png]


=(w1,w2), [image: image585.png]


=(a1,a2)  y  [image: image586.png]=



=(b1,b2)
para expresar[image: image587.png]


como combinación lineal de[image: image588.png]


y[image: image589.png]=



deberemos resolver la ecuación vectorial
(w1,w2) = x(a1,a2) + y(b1,b2)
Esta ecuación vectorial equivale al siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas
                                                        x a1 + y b1 = w1
                                                        x a2 + y b2 = w2


[image: image590.png]Al





PROPUESTA DE TRABAJO
Expresa los siguientes vectores [image: image591.png]


como combinación lineal de [image: image592.png]


=(2,-1) y [image: image593.png]


=(2,2). Resuelve el problema
numéricamente y luego comprueba el resultado utilizando el applet de la actividad interactiva anterior.

	a) [image: image594.png]


= (3,5)
	b) [image: image595.png]


= (-6,1)


MÓDULO DE UN VECTOR
	Recordemos que el módulo de un vector es la longitud del segmento orientado correspondiente. El módulo de un vector es un número siempre positivo y solamente el vector nulo tiene módulo cero.
El módulo del vector[image: image596.png]


se expresa |[image: image597.png]


|. Así, por ejemplo, podemos escribir |[image: image598.png]


|=3,
|[image: image599.png]=



|=4 y |[image: image600.png]


|=5 para indicar que[image: image601.png]


,[image: image602.png]=



y[image: image603.png]


tienen módulo 3, 4 y 5 respectivamente.
Conociendo las componentes de un vector[image: image604.png]


=(v1,v2), podemos calcular su módulo
|[image: image605.png]


| aplicando el teorema de Pitágoras:
                                                           |[image: image606.png]


|2 = v12+v22
                                                            [image: image607.png]



Este procedimiento para calcular el módulo se puede aplicar tanto si las componentes
de[image: image608.png]


 son positivas, caso de la figura, como si son negativas.


[image: image609.png]\;\:VS‘T;‘




PROPUESTA DE TRABAJO
Dibuja en un mismo plano coordenado los siguientes vectores y calcula su módulo:

	[image: image610.png]


= (3,4)
	[image: image611.png]=



= (-12,5)
	[image: image612.png]


= (-6,-6)

	[image: image613.png]


= (0,5)
	[image: image614.png]


= (-7,0)
	[image: image615.png]=1



= (0,-4)


ARGUMENTO DE UN VECTOR

	Se define el argumento de un vector[image: image616.png]


, que podemos considerar con origen en el origen de coordenadas, como el ángulo que forma con el semieje de las abscisas positivas OX.
En la figura tienes cuatro vectores con argumentos respectivos , ,  y . 

Los argumentos se suelen expresar en grados o en radianes; nosotros lo haremos en grados. Observa que:
- si el argumento de un vector está entre 0º y 90º, el vector está en el 1r cuadrante
- si el argumento de un vector está entre 90º y 180º, el vector está en el 2º cuadrante
- si el argumento de un vector está entre 180º y 270º, el vector está en el 3r cuadrante
- si el argumento de un vector está entre 270º y 360º, el vector está en el 4º cuadrante
Se consideran positivos los ángulos recorridos a partir de OX en sentido contrario a las agujas del reloj, y negativos los recorridos en el mismo sentido. 
Multiplicidad de argumentos. Un mismo vector tiene infinidad de argumentos: si  es el argumento comprendido entre 0º y 360º, los demás difieren de él en una o varias vueltas de circunferencia, es decir, en 360º o en un múltiplo, positivo o negativo, de 360º. Así pues, 30º, 390º, 750º, -330º, ... pueden ser argumentos de un mismo vector.


[image: image617.png]2 cuadrante 1r. cuadrante

Ircuarante 4 cuadrante




PROPUESTA DE TRABAJO
a) Dibuja en un mismo plano coordenado cuatro vectores con módulo 5 cm y con argumentos 30º, 135º, 210º y 330º.
b) Dibuja en otro plano coordenado cuatro vectores con módulo 6 cm y con argumentos 90º, 1260º,  - 450º y 630º.
c) Dibuja finalmente en otro plano coordenado cuatro vectores con módulo 7 cm y con argumentos 45º, 120º, 225º y 300º.

VECTORES EN FORMA POLAR (O EN FORMA MÓDULO-ARGUMENTO)
	Un vector queda perfectamente determinado si conocemos su módulo y su argumento. Su módulo es un número positivo y su argumento un ángulo.
Indicaremos un vector de módulo M y argumento  con la notación M; esta es la llamada forma polar de un vector (o forma módulo-argumento).
Por ejemplo, el vector de módulo 4 y argumento 60º lo indicaremos en forma polar como 460º. En la figura de la derecha tienes dibujados los vectores M, N , R y Tque tienen por módulos M, N, R y S, y por argumentos, los ángulos , ,  y  respectivamente.
Teniendo en cuenta lo que hemos dicho en la actividad anterior respecto de la multiplicidad de argumentos de un mismo vector, puede escribirse
460º = 4420º = 4780º = 4-300º


[image: image618.png]



PROPUESTA DE TRABAJO
Dibuja en un mismo plano coordenado los siguientes vectores (el módulo viene dado en cm):

	[image: image619.png]


= 5 30º
	[image: image620.png]=



= 3 90º
	[image: image621.png]


= 4,5 120º

	[image: image622.png]


= 5,25 210º
	[image: image623.png]


= 7225º
	[image: image624.png]=1



= 3,5 - 90º


MÓDULO DEL PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN VECTOR
	¿Cómo podemos obtener el módulo de [image: image625.png]


a partir de m y del módulo de[image: image626.png]


?. Es decir, ¿cuánto vale |[image: image627.png]


|?
Recordemos que definimos [image: image628.png]


como un vector que tiene:
1) dirección: la misma que[image: image629.png]



2) sentido: el mismo que[image: image630.png]


si m es positivo
                opuesto al de[image: image631.png]


si m es negativo
3) módulo: el módulo de[image: image632.png]


multiplicado por el valor absoluto de m
Por lo tanto podemos escribir |[image: image633.png]


|= |m| |[image: image634.png]


|, donde |m| quiere decir valor absoluto de m
y |[image: image635.png]


| quiere decir módulo de[image: image636.png]


.
Es interesante observar, por ejemplo, que el módulo de -3[image: image637.png]


 no es -3 por el módulo de[image: image638.png]


, es 3 por el módulo de[image: image639.png]


.
 [image: image640.png]3
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PROPUESTA DE TRABAJO
a) El vector[image: image641.png]


tiene módulo 6. ¿Qué módulo tienen los siguientes vectores: 3[image: image642.png]


, -2[image: image643.png]


, ½[image: image644.png]


, -1,5[image: image645.png]


 y 2,4[image: image646.png]


?
b) Si |[image: image647.png]


| = 5,4 , calcula | -5[image: image648.png]


|, | 4[image: image649.png]


|, | -3[image: image650.png]


|, | 2[image: image651.png]


| y  | -[image: image652.png]


| .

ARGUMENTO DEL PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN VECTOR
	¿Cómo podemos obtener el argumento de [image: image653.png]


a partir de m y del argumento de[image: image654.png]


?
Recordemos nuevamente que definimos [image: image655.png]


como un vector que tiene:
1) dirección: la misma que[image: image656.png]



2) sentido: el mismo que[image: image657.png]


si m es positivo
                 opuesto al de[image: image658.png]


si m es negativo
3) módulo: el módulo de[image: image659.png]


multiplicado por el valor absoluto de m
Conservar el mismo sentido, caso de m positivo, equivale a conservar el argumento, y cambiar el sentido por su opuesto, caso de m negativo, equivale a sumar 180º al argumento. 
En consecuencia y resumiendo, podemos escribir:
                   [image: image660.png]
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PROPUESTA DE TRABAJO
a) El vector[image: image662.png]


tiene argumento 60º. ¿Qué argumento tienen los siguientes vectores:  3[image: image663.png]


, - 2[image: image664.png]


, ½[image: image665.png]


, - 1,5[image: image666.png]


 y  2,4[image: image667.png]


?
b) Si el vector [image: image668.png]


tiene argumento 145º, ¿qué argumento tienen los vectores  - 5[image: image669.png]


,  4[image: image670.png]


,  - 3[image: image671.png]


,  2[image: image672.png]


  y  -[image: image673.png]


?

MÓDULO DE LA SUMA DE DOS VECTORES
	¿Qué relación existe entre el módulo de la suma de dos vectores, |[image: image674.png]


+[image: image675.png]


|, y los módulos de los sumandos, |[image: image676.png]


| y |[image: image677.png]


|?
La observación de una suma geométrica de vectores ya nos lleva a la conclusión de que
                                               |[image: image678.png]


+[image: image679.png]


|  |[image: image680.png]


| + |[image: image681.png]


|
Una observación más a fondo de la suma geométrica de dos vectores nos hacer ver que
                                               |[image: image682.png]


+[image: image683.png]


|  |[image: image684.png]


| + |[image: image685.png]


|
esta desigualdad, llamada desigualdad triangular, se deduce del hecho de que un lado de un triángulo siempre es menor que la suma de los otros dos lados. Sólo si los dos vectores[image: image686.png]


y[image: image687.png]


tienen la misma dirección y sentido se verifica que |[image: image688.png]


+[image: image689.png]


| = |[image: image690.png]


| + |[image: image691.png]


|.
Si conoces las componentes de dos vectores[image: image692.png]


= (u1, u2)  y [image: image693.png]


= (v1, v2), puedes obtener el módulo de la suma[image: image694.png]


+[image: image695.png]


efectuando la suma en primer lugar
                                   [image: image696.png]


+[image: image697.png]


 = (u1, u2) + (v1, v2) = (u1+ v1 , u2+ v2)
y calculando después el módulo
                                           [image: image698.png]


 


[image: image699.png]



PROPUESTA DE TRABAJO
a) Comprueba la desigualdad triangular con los vectores [image: image700.png]


=(3,4)  y [image: image701.png]


=(12,5). Es decir, calcula |[image: image702.png]


| y |[image: image703.png]


|, calcula
después[image: image704.png]


+[image: image705.png]


y su módulo |[image: image706.png]


+[image: image707.png]


| ; compara finalmente los tres módulos |[image: image708.png]


| ,  |[image: image709.png]


|  y  |[image: image710.png]


+[image: image711.png]


| .

b) Comprueba la desigualdad triangular con los vectores [image: image712.png]


=(2, -2)  y [image: image713.png]=



=(-3,1) .

ARGUMENTO DE LA SUMA DE DOS VECTORES
	De la misma forma que hicimos con los módulos, podemos preguntarnos si existe alguna relación entre el argumento de la suma de dos vectores, Arg([image: image714.png]


+[image: image715.png]


), y los argumentos de los sumandos, Arg[image: image716.png]


 y Arg[image: image717.png]


. 

 

La siguiente actividad interactiva pone de manifiesto que no existe ninguna relación sencilla entre Arg([image: image718.png]


+[image: image719.png]


), Arg[image: image720.png]


 y  Arg[image: image721.png]


.
 [image: image722.png]Wy Ugs Vp
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PROPUESTA DE TRABAJO
Trata de encontrar una situación en la que  Arg[image: image723.png]


 = Arg [image: image724.png]


= Arg([image: image725.png]


+[image: image726.png]


) . Es decir, trata de dibujar dos vectores [image: image727.png]


y [image: image728.png]



que verifiquen  Arg[image: image729.png]


 = Arg [image: image730.png]


= Arg([image: image731.png]


+[image: image732.png]


).
OBTENCIÓN DE COMPONENTES CONOCIDOS MÓDULO Y ARGUMENTO
	Conociendo el módulo M y el argumento  de un vector[image: image733.png]


, podemos calcular sus componentes (u1,u2) utilizando trigonometría:

- puesto que se define el coseno de  como Cos=u1/M
  entonces la 1ª componente u1 ("horizontal") vale u1 = MCos
- puesto que se define el seno de  como Sen = u2/M
  entonces la 2ª componente u2 ("vertical") vale u2 = MSen
Resumiendo, si tenemos en cuenta que indicamos un vector de módulo M y argumento  con la notación M, podemos escribir:

[image: image734.png]


= M  = ( MCos , MSen )


[image: image735.png]NSenp
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PROPUESTA DE TRABAJO
Calcula las componentes de los siguientes vectores. Utiliza después el applet de la actividad interactiva anterior para
comprobar los resultados.

	[image: image736.png]


= 4 30º                 [image: image737.png]=



= 6 135º                [image: image738.png]


= 5 240º

	[image: image739.png]=]



= 2 -90º                [image: image740.png]


= 3 0º                     [image: image741.png]


= 2,5 450º


OBTENCIÓN DE MÓDULO Y ARGUMENTO CONOCIDAS LAS COMPONENTES
	Conociendo las componentes de un vector[image: image742.png]


=(v1,v2), podemos calcular su módulo |[image: image743.png]


| :
                                                       [image: image744.png]



Para calcular su argumento  tengamos en cuenta que tan = [image: image745.png]


, y podemos escribir
                                                        = Arctan[image: image746.png]



La función Arctanx, que en las calculadoras generalmente corresponde al botón tan-1, devuelve un ángulo comprendido entre -90º y 90 que tiene por tangente x. Si el vector está situado en el 2º o 3r cuadrantes se ha de efectuar una corrección al valor de Arctan[image: image747.png]


 consistente en sumarle 180º.

Resumiendo, el argumento  se calcula:
                         [image: image748.png]



Si[image: image749.png]


=(v1,v2) está en el 4º cuadrante, el cálculo de Arctan[image: image750.png]


 da negativo; podemos convertirlo en positivo sumando 360º.


[image: image751.png]tanp= 2 tan





PROPUESTA DE TRABAJO
Calcula los módulos y los argumentos de los siguientes vectores. Utiliza después el applet de la actividad interactiva
anterior para comprobar los resultados

 [image: image752.png]



= (4,2) [image: image753.png]=



= (-3,3) [image: image754.png]


= (-4,-3)

[image: image755.png]=]



= (1,-3) [image: image756.png]


= (-5,0) [image: image757.png]


= (0,-5)
SUMA DE DOS VECTORES DADOS EN FORMA POLAR
	Dados dos vectores en forma polar,[image: image758.png]


=U y[image: image759.png]


= V, ¿cómo realizaremos su suma? Recuerda que, según hemos visto en actividades anteriores, el módulo de la suma de dos vectores no es la suma de módulos, ni el argumento la suma de argumentos.
Para realizar esta suma no tenemos más remedio que empezar por calcular sus componentes:                                              [image: image760.png]


= U = (UCos , USen)
                                             [image: image761.png]


= U = (VCos , VSen)
realizar la suma:              [image: image762.png]


+[image: image763.png]


= (UCos + VCos , USen + VSen) 

y, si queremos dar el resultado en forma polar, calcular finalmente el módulo y el argumento de la suma: 


                                 [image: image764.png]



(piensa en sumar 180º a Atan si[image: image765.png]


+[image: image766.png]


 está en el 2º o 3r cuadrantes, es decir, si la 1ª componente de[image: image767.png]


+[image: image768.png]


es negativa).
[image: image769.png]



PROPUESTA DE TRABAJO
a) Calcula el módulo y el argumento de la suma de los tres vectores siguientes [image: image770.png]


=230º , [image: image771.png]


=3135º  y [image: image772.png]


=4270º .

b) Andamos 4 km en línea recta y en dirección NE, después 6 km también en línea recta y en dirección NO, y finalmente
8 km también en línea recta y en dirección S. Calcula cuántos km nos hemos alejado del punto de partida.

